
Zakharov-Kuznetsov方程新的周期解和孤立波解

高  云，  乐励华
东华理工大学数学与信息科学学院

摘  要 ：随着非线性科学的发展，许多物理、工程技术和数学模型都可以转化为非线性方程 ，如非线性常微分方程、偏微分

方程等。非线性方程的求解已经成为非线性科学领域的一个重要研究课题。Zakharov  -Kuznetsov方程（  简称 ZK方程）作

为非线性方程中重要的一类，是由Zakharov和Kuznetsov在1974  年提出的，该方程是KdV方程在二维空间的典型推广形

式之一，因此研究该方程具有广泛的理论意义和实践意义。本文用拓展的双曲函数正切法，借助Riccati方程的解，结合

Mathematical  数学软件，得到Zakharov-Kuznetsov方程新的显示精确解，包括周期解和孤立波解。所给的方法还可以用来求

解其它的一大类非线性发展方程。
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    方程。

    非线性波动方程被广泛地应用到物理、工程技

术和数学等众多领域 ，如非线性光学 、量子论、流体

力学等 。ZakhaDov.Kuznet80v方程 （简称 ZK方程 ）

作为非线性波动方 程中重要的一类 ，近年来受到 了

很多数学 和物理学者的关注 ，也取得 了一些有价值

的研 究成 果 ：应 用 Backlund  变换 和 齐 次平 衡 法

（Chen Y，et al.  ，2003）  得到 ZK方程的显式解 ；利

用相容性方法 （Yan et al.  ，2006）  求 出了 ZK方程

的某些精确解 ；用试探 函数法 （冯庆江等 ，2010；刘

常福等 ，2008）  求  ZK方程 的孤子解 ；Jacobi  椭 圆函

数展开法 （刘式 适等 ，2001  ）  ；还有一种直接方法等

（LOU et a1.  ，2005；Ma，2005）。笔者在以上文献

的基础上给 出新辅助方程与 ZK方程的一种新形式

解相结 合 的方 法 ，借助 Riccati  方 程 的解 （  韦雪敏

等 ，20lO）  ，结合 Mathematica数学软件 ，求 出 ZK方

程新 的精 确 解 。这种 方 法 构 造 非线 性 发展 方 程

（组）的新精确解有重要的意义。

l  新的辅助方程

    假设给定的非线性发展方程

    H（u，‰，uI  ，lIy，‰ ，Mm，usy，‰，⋯ ）  =0

具 有 行 波 解 n（菇，y，t）  =  u（亭），孝  = 彪x  +  cy  +  lUt，将

该解代入上面方程得常微分方程

    bLM，H警，H暂，H秘f，⋯）  =U

假设该方程的解 为

  配（f）  = ∑ 口.tP‘（孝）  +  口。
    ⋯

其中 口；（￡  =0，l，⋯ ，n）  为待定常数 ，n是由齐次平

衡法 确 定 的 自然 数，在 双 曲 正 切 函数 法 中取

tan̂ （孝）  =  妒（亭）  ，‘（f）  由 Riccati方 程 所 确 定 ，9’=

gqP2+  p‘尹  +  r（p，g，r是 可 变 化 的 常 数 ）。将 Ⅱ（孝）  ，妒’

代入 G（H，uf，ug，‰ ，⋯）  =0，并令 n（孝）  的各次幂

的系数为O，得到一个 以 口；（i  =0，l，⋯ ，n）  .埘，p，q，

r为未知量的代数方 程组 ，利用 Mathematica软件求

该方程组 的解 ，再 把 每一组 解 与 9（孝）的解 代 回

u（5￡）  ，就得到要求非线性发展方程的精确解。

2  具体例子

    求解ZK方程
    % +6uu。+  u鼻珥+Mlry=0    （1）

作变换 f  =七x  +  Py  +  wI（露，c，加是任 意常数 ）  ，设

u（石，y，t）  =  u（孝）  为 方 程 （1）  的 解 ，代 入 （1）  并 整 理

得到
    七（旷 +c2）Ⅱ§瓣+6七uuf+  埘H。=O    （2）

对（2）  式关于 f积分一次得

    后（艮2  +c2）u菇+3后M2+  埘u  =0    （3）

    令 方 程 （3）  有 解 M（￡！）  = ∑ 口.，‘P‘（D +  口。，而
    ⋯

妒（  f）  满足 Riceati  方程

    妒’   =  q‘妒2+  ptP  +  r    （4）

其中p，g，r是可变化 的常数。平衡最高阶导数项 Ⅱg



和最高次非线性项 扩，可得 n  =2，则

    u（D =  口o+  口lq口（￡！）  +  口2'P2（Z！）    （5）

其中 口2≠  0，口o，口l，口2是待定实常数。

其 中A，B是非零的实常数 ，且 A2  一日2  >  0.
    --    ‘

    把情形一 的值 与 9.一  仍 的值 分别 代入 （5）    -  f    r

式 ，从而得方程（1）  的周期解为

妻譬 裂 嚣 嚣 亲得到好 妒‘f’的函  u-=一‘}p2c后2 1 c2，一pc后2 1 c2，c⋯
3后口22+692五（后2+  c2）  口2=o    J  p I  tan.粤—I丐声）  ]  一 1—（后2+c2）[  一p+

6后口l口2+2g忌（后2+  c2）  （5p口2+  口口I）  =O    l nl    -

埘02+3后（口l2+2口o口2）  +后（后2+  c2）  （89r口2+    lp Itan（—L2旦—Ij5二）]2

2 ‘嚣 二聂：+  c：，  。6p，口：+2qr口.+山 .，  ：o H：=一：1了p2 c矿+02，  +pc后2+c2，cp+

∞口。+3后口。2  +后（后2  +  c2）  （2r2  0：+  pr口.）  =o    l  p I  cot（—o等—o亭）]  一÷ （詹2  +c2）  [p+

解此非线性代数方程组，得    .‘.    。

    l口。：  一知 （矿+  cz）    I  p I  cot（母 ）】2

情形一I 搿 二.幺    ⋯。二。2  一f’}p2（七2，赢 箸 ：。一p+
    l r  = O    _

    l埘  ：  pz后（蠡z  +cz）    l  p I  （tan（  I  p l}）  ±sec（  I  p I  }）  ）  ]2

选定不同的pvg，r的值，利用 Riccati  方程 （4）的解，    Ⅱ4 ：一 l p2（后2  +  c2） +  p（后2  +  c2）[p  +
可以得到方程（1）  新的显式精确解。 。
  （i）p2<o，r  =o，且 pg≠o，有    l  p I  cot（  I  p I50 ±  csc（  I  p If）  ）  ]  一÷ （后2+c2）[p+

  吼 =219[  一p+ I  p I  tan（母 ）】    ⋯ （cot（I  p If）±  csc（  I  p I亭））  ]2

  9：：一   2l口[p+ l  p I  cotc姓 ）]    us=一争 （矿 +c2）   一号 （后2+c2）[  一2p+
    - Y    l    I  I    I  I    ‘

妒，：  2l口[一p+ lp I  （tan（lp If）±    Ip I  （tanc母 ）一cotc母 ））  ]  一寺 （后2+02）[  一却
    一 1    I  .    _  ‘

sec（  I  p l  孝））]    + l  p I  （tan（上等I苫）一cot（与 ls#））  ]2

  吼 =一2上g[p+ I  p I  （cot（I  p I  孝）±    ‰ ：一 ！P z（后z+cz）一p（后：+ c：）[一  p  +

csc‘竺 羔。一2p+Ip I.枷。壮，一 兰—￡珏焉 ‰ 糌 堂地 一丢∽+
    l—l'' '    c2）[一p+
cot（等专））]    ±/二p：（Az：—Bz）—一A l  Pl  co。h  （  I  卫I  孝）  1：
    l r  . ————‘Asinh（  1；—丽—；百—————1’
    ‘矽6 2 i：L—p  +    .

    .    ‘q n，=一；互ip2（后2+c2）一p（忌2+c2）[一  p  一

主”三z皇戛主：寻看i士掣 】，    ±/=7讦；而—+A IPIcos（Ip If）一上，酽+
    l r    Asinh（Ip I孝）+B    一  2 V‘ ’

    97 2 2g【一p— c？）[一p一

±/二7 讦 —二—孬 —+A I P！cos（lp J}’1    ±/二7讦 了 西 +A I P Icos（  I  p l  f'1：
    Asinh（  I  p I  f）  +B    1    Asinh（  Ip I  f）  +B    1



  （ii）p2>0，r  =0，且 pg≠O有

  妒。=一去 【p+ I  pnanh（壮 ）]
    ‘    l    l

 tP，=一219[p+ I  pl  coth（毕 ）】
    ：

  tPIo=一2上q[p+ I  pI（tanh（  l  pI  f）  ±

iseĉ （  l  p l  孝）  ）  ]

    ‘尹̈ =一2口[p+ l  pI  （coth（  I  pI孝）  ±

csĉ （  l  p l孝））  ]

  .，尹  .：=一之：[2p+ IpI  （tanh（与j考）±

cothh（%乓 ））  】

    l‘

    tPI3 2 2g[一p+

√页 矿 再 万 一A I P Icosh（I旦f亭）1
    Asinh（lp l孝）+B    。

    Lr

    tPI4 2 2gL—p一

√玎 矿 二—而 —+A I P lcosh（Ip 10 1
    Asinh（Ip If）+曰    1

其中 A，B是非零的实常数 ，且 铲 一A2  >0.

    把情 形 一 的 值 与 9。—‘妒，.的值 分别代 入 （5）

式 ，从而得方程（1）  的孤立波解为

    M。 =一 .}p2（后2 +  c2）  +  p（后2+  c2）  [p  +

lp l  tanh（母 ）]一号 （后2+c2）  [p+

Ip I  tanh（乓乓 ）  ]z

    -  ，

    H， =一 }3 p2（矗2  +  c2） +  p（后2+  c2）[p  +

l  pl  coth（世 ）]—}（矿 +c2）[p+

I  p Icoth（乓乓 ）  ]：

lz—Io = 一  3 p2（后2  +  c2）  +  p（后2  +  c2）[p  +

l  p I  （coth（  l  p l  f）  ±  csĉ （  I  p l  f）  ）  ]  一 寺 （酽 +  c2）

[p  + I  pI  （coth（  I  pI  D ±csĉ （  l  pI  亭）  ）  ]2

    Ⅱ.z =一 3 p2（七2  +  c2）  一 争（矗2  +  c2）  [2p +

Ip l  tanh（壮 ）±  coth（壮 ））  ]  —}（矿 +  c2）

[2p+ I  pI  （tan（壮 ）±coth（壮 ））]2

    “l3=一。3 p2（矗2+c2）一p（矗2+c2）【一p  +。

.趔 盖 A警 盟盟∑]一.}（矿+

c2）[  一p+  -盈 等 毓 酱 警 j也 ]2

    Ⅱl4 = 一 3 p2（后2  +  c2）  一  p（后2  + c2）[  一  p  一

-避盖酱警必 一扣2+
c2）[一p一-安 堡 老 ‰ —篙磐—甓 警k盟-]2
    （iii）r  =0，pg≠  O有

    ‘P15 2 q[d— cosh（p手）一sinh（p5￡）了

    ‰一赤黑器等‰
    把情形一的值与 ‘P.，  ，‘P，。的值分别代入（5）  式 ，

从而得方程（1）  的孤立波解为

  Ml5=一÷p2（后2  +c2）  +

  2卫2d（酽 +  c2）
‘ . . . . . ._ . .. . . . . _ - — .. _ - . - . - _ .- _ - - _ _ _ _ _ - . _ __ _ _ _ . . . . _ _ - ._ . — 一

d  +  cosh（西 ）  一sinh（蘑 ）

    2卫2d2  （酽 +  c2）

[d  +  cosh（西 ）  一sinh（硝 ）  ]  2

    u.。=一{-p？（七2  +  c2）  +

2p2（矗2  +c2）  [cosh（pf）  +sinh（硭）  ]  一
    d  +  cosh（蘑 ）  +  sinh（砖 ）

2p2（蠡2  +  c2）  [  cosh  （砖 ）  +  sinh（磋 ）  ]2

    [d  +  cosh（西 ）  +  sinh（蘑 ）  ]  2    ’

其中 孝  =h +  可 +p2后（驴 +cj）  t，d是任意常数。

p I  tanh（  I  p I  二）  ±￡sec（  I  p l|：））]  一÷ （矿 +c？）[p+
    二

p I  （tanh（  I  p I  亭）  ±fsec（  I  p I  f））  ]z    情形二

    uII  =一  3。p2（后2 + c2）  +  p（詹2  +  c2）[p  +

no=0
口l=一2pq（七2+c2）

口2=一2g2（后2  +c2）

r  =O

” =一矗p2（后2  +  c2）



    （i）p2<0，r  =0，且p口≠O时 ，把情形二的值与

9l—qP7的值分别代入（5）  式有 M.=一p（后2+c2）  [  一
    I  I

p+I  p I  tan（上爱i乓 ）  ]一
    ‘ ，

    .    .

寻（后z+c：）[  一p+ I  p l  tan（姓 ）  ]：

  M：=p（蠡2+02）[p+lpIcot（世 ）]{ （J}2+

c2）[p+ I  p Icot（与”孝）  ]2
+‘    .    ’  -

’”  M3=一p（蠡2  +c2）[  一p  + I州 tan（  l  p I  亭）  土

sec（  I  p I  f）  ）  ]  一÷ （蠡2  +  c2）[  一p + I  p I  （tan（  l  p ㈤ t

sec（  I  p I  手）  ）  ]2

    ‰ =  p（蠡2  +  c2）[p  + I  p I  （cot（  l  p l  亭）  士

csc（  l  p I  f）  ）]  一 } （矿 +c2）[p + I  p I  （cot（  I  p I  手）  土

c8c（  J  p l  f）  ）  ]2

    如 =一.争（后2+c2）  [一2p+ I  p I  （tan（士}菩）一

cot（壮 ））]  一÷ （驴 +c2）[  一2p+ l  pI  （tanc壮 ）一

cot（与乓 ）  ）  ]2

    M6=  一p（后2  +  c2）  [  一p+

兰—盈嚅 ‰ 糌巡盥 一扣2+
c2）  [  一p+

±1/一p2（A2一B2）一A I P Icosh（L，lf）1 2
    Asinh（  I  p I  亭）  +B    1

    u7=一p（矿 +c2）[  一p一

堑穹舞‰筹型越一扣+
c2）[  一p一

士 √7一p2（A2  一B2） +A l P I  cosh（I  卫I  D 1 2

    Asinh（l  p I  f）  +B    。’

·}（后2+  c2）  [p  + I  p I  coth（—弩—嘻）]2
_ . -

    Ⅱlo =  p（驴 +  c2）[p  + I  pl  （tanh（  I  pI  f）  ±

fsec（  I  p l  f）  ）]  — } （驴 +  c2）  [p  + I  p I  （tanh  （  I  p l  f  t

fsec（  I  p陪）  ）  ]2

    ulI =  p（酽 + c？）  [p  + I  p I  （coth（  I  p I  手）  ±

csĉ （  I  p J  孝））】一÷ （驴 +c2）  [p+ Jp J（coth（  Jp Ift

csĉ （  I  p l  f）  ）  ]2

 M.：=鼍 （后2+c2）[2p+ l  pI  （tanh（母 ）  ±

coth（訾 ）  ）  ]  一言 （后2+c2）  [2p+

l  pI  （tan（訾 ）  ±coth（母 ）  ）  ]2

    “l3=一p（矿 +c2）[  一p+

亟笔毓酱警蛐 一扣2+
c2）[一p+.签 塑：筹未彳是 手譬笋盟d垃]2
    ul4    =一    p（矿    +    c2）[  一    p    一

亟‰毓酱警必 一扣2+
c2）[  一p一二[三：生鱼兰_i三：；；i亍：号{号二肇与；堕！”也 ]2

    （iii）r  =0，pg≠  0时 ，把情形二的值与 915  ，916

的值分别代入 （5）  式 ，有

    2p2d（酽 +  c2）

  Ⅱ-s 2万 —磊氟 南 —：—盂 而 万 一

    .2p2d？（酽 +c2）

[d  +  cosh（蘑 ）  一sinh（西 ）  ]2，

  u.。二至 堕 ≥ 寰 蚩 篙 黑 氅孟 卷 笋 盟 l一

2蟹 （后2  + c2）  [cosh  （卫主）  +  sinh（卫主）  ]2

    [d  +  cosh（pD +  sinh（p手）  ]  2

    （ii）p2>0，r  =0，且 pg≠O时 ，把情形二的值  蚪，
    剁 .

与 ‘尹。一‘P..的值分别代入 （5）式有     一”

    u。：p（酽 +cz）[p  +I  pl  tanh（j考.嘻）]一
    .    _

·}（酽 +c2）[p+I  p Itanh（1卫乓 ）]2
    -    _

  H，：p（后：+c？）  [p  + I  pIcoth（乓乓）]一

其中孝  =屉茗+cy—pJ2忌（驴 +c2）t，d是任意常

3  结论

    本文通过构造辅助方程，把求解非线性偏微分

方程的问题转化为求解线性方程组的问题，不同于

利用分式变换法（刘常福等，2008）求解，并借助符
号计算系统 Mathematica求出了ZK方程的一些新



的精确解 ，这些解在 其它 的文献中 尚未出现过 ，这

些新解有助于对 ZK方程的进一步深入 了解 。此方
    ‘    ‘    ‘

法 同样可以用来求解其它非线性方程或方程组。
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A NeW PeriodiC and S0litary WaVe SOIutionS to

    ZakharoV.KUZnetSOV EqUation

    GAO Yun，LE Lithua
（School af Mathematics&  Information Science，East China lnstitute of Technology，Jiangxi Fuzhau 344000，P.R.C）

AbstraCt：With development of nonlinear science，a lot of physics，engineering，and mathematics model8 can be

changed into nonlinear equations，such as nonlinear ODE，PDE.Solving nonlinear equations has bec{ome an imI

portant  玎esearch topic in the蠡ield of nonlinear science.  In l974 ZakhaDov and Kuznetsov posed the nonlinear ZaI

kharov-Kuznetsov equation（ZK equations in short）  ，which is an important nonlinear equations正or a class.This e.

quation is one af the best known two.dimensional generalizations of the KdV equation.Studying this equation is

important not only in theory but al80 in practice.In this paper，by using extend hyperbolic tangentfunction，with

the aid of solutions of Riccati equation and Mathematica softwaDe，ZakharovIKuznet80v equation obtains the new

 explicit exact solutions，which contain periodic 80lutions and solitary wave 80lutions.The method can be used to

 solve other nonlinear developing equation.

Key WOrdS：ZakhaDov-Kuznetsov equation；Riccati equation；  periodie solutions；  80litary wave 80lutions


