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考虑孔隙变形的孔隙介质本构关系初探
          邵龙潭，孙益振
（大连理工大学工程力学系工业装备结构分析国家重点实验室，大连116024)

摘要：孔隙存在是孔隙介质材料结构的本质特征，它决定了孔隙介质的本构关系呈现更为复杂的性质。首先给出了孔隙介

质的视应力、视应变、骨架实际应力和骨架实际应变的定义，并在理想孔隙介质的物质模型假定下讨论了理想孔隙介质的本

构关系，表明即使孔隙介质的骨架结构满足虎克弹性体本构关系的假定，即假定骨架的实际应力与实际应变之间呈现线性关

系，但由于孔隙的存在，孔隙介质的视应力与视应变之间还是呈现非线性，说明应力与变形之间的非线性是孔隙介质的固有

特性。

关 健 词：孔隙介质；实际应力；实际应变；视应力；视应变；本构关系
中图分类号：TU 452文献标识码：A

Primary study of stress-strain constitutive relation for porous media
SHAO Long-tan, SUN Yi-zhen

(Stake Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Department of Engineering Mechanics, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China)

Abstract: The existing of voids is the character of the porous media, which determine the constitution relation of porous media will

be more complicated. A model of ideal porous media is presented. The apparent stress and apparent strain, actual stress and actual
strain of skeleton for porous medium are defined. A discussion of the stress-strain relationship of the ideal porous medium suggests
that although skeleton structure could be satisfied with the hypothesis of stress-strain linear elastic, the relationship between apparent

stress and apparent strains remains nonlinear character. The nonlinear relation of stress and strain is the character of porous media.
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1 引  言

    固体材料可以分为连续介质材料和孔隙介质材
料。一种固体材料，当其物质微元在不小于其分子
或原子直径的尺度上连续地分布于所占据的整个空
间时，可以称为连续介质材料，反之，则可以称为
孔隙介质材料。现有描述孔隙介质材料的各种本构
关系模型几乎都是建立在连续介质模型基础上的，
难以准确反映出孔隙介质的特性。本文给出了孔隙
介质的骨架实际应力与骨架实际应变的定义，提出
理想孔隙介质的假想物质模型，并讨论了孔隙介质
的应力一应变本构关系。

2孔隙介质应力和应变的定义
2.1骨架视应力与骨架实际应力

    在连续介质力学中，一点上的应力定义为在作

用在单元体表面积AS上内力平均值的极限［[1]，但
是，对于孔隙介质或土而言， 由于孔隙和颗粒分布
的空间不连续性，公趋近到孔隙或颗粒尺寸时其表
示的或者只是孔隙或者只是颗粒的面积，于是应力
的定义失去原有的物理意义。因此，在研究孔隙介
质的物理力学特性时，必须首先定义一个能表征孔
隙介质空间一点物理力学特征量的代表性微元体积

 (REV)，以在REV上用该物理力学特征量的平均
值表征该点的平均值，这些特征量在整个孔隙介质
空间内满足数学上的连续条件。Relph (1969年）在
讨论干土的应力定义时指出，讨论土内某一点的应
力时必须想象一个足够大的点，这个足够大的点也
就是代表性微元体积。Jacob Bear (1982年）提出
了更为准确的关于REV的定义［[2]，指出不管取在孔
隙介质的哪个位置REV都必须包含固相颗粒和孔
隙，其中状态变量的平均值不依赖于它的大小和形
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状，并且状态变量平均值的分布在空间和时间上又

是根据需要可以任意阶连续的。如果用l表示代表
性微元的特征长度，d表示固体骨架颗粒的特征长
度，则l >>d；同时REV相对于孔隙介质整体而言
又足够小，如果L是特征量发生变化的孔隙介质区
域的特征长度，则l<<Lj31
    为了准确表达孔隙介质应力的定义，以骨架体
系作为研究对象，首先取一脱离体分析其受力。孔

隙介质骨架中的每一个颗粒（质点）受到重力和来

自于与之相接触的颗粒质点的作用力，当变形稳定

后重力和接触点作用力的共同作用使骨架质点处于

静力平衡状态，脱离体上的面力就是平衡其内部的

重力和接触作用力的内力。

式中S,为在REV上是尺度上的面积，称为代表性面
积。

    式（1)和式（(2）的含义是应力特征量在Sr上
均化后再取极限值。用6和z表示骨架的视应力，
氏和爪表示骨架的实际应力，骨架的视应力和实际
应力之间有如下关系：

       1         1
氏＝了一了叮；爪＝了一r公
         1 - n  i - n

(3)

2.2骨架视应变与骨架实际应变
    为了简单起见，首先就一维问题来分析孔隙介
质的变形与应变。图3为一个由孔隙介质形成的底
面积为1，的柱体，设变形前该柱体的长度为L，其
中骨架颗粒占据的空间长度为LS，孔隙率为n，则

LS = (1-n)L (4)

定义骨架的轴向实际应变和轴向视应变为

只＝叭／人

E二△L1 L

、

、

．

产

、

．

少

～
、
︶
︸
‘U

了
‘
、
、
了
．
龟
、

图1作用在子平面M。，M，上的面力
Fig.1  Surface force on area AA二，AA.

    对式（4)求全导数，则可得到骨架轴向应变与
视应变的关系：

    孔隙介质的视应力也可称为表观应力，是在所
观察到的孔隙介质所占据的整个空间面积上定义

的。设S,为REV特征长度意义下的面积，考虑一系

列收敛于尸点（任意点）的子平面AA, (n =0, 1, 2),
如图1所示。图中，叭为子平面的面积；叭，为
在子平面中相应于峨的骨架颗粒的面积；叭和
叭。的定义如图2所示； △N月和△双为作用在峨
的力△厂在法线和剪切方向上的的分量。土体内一

点尸上骨架的视应力定义为

汽二：一An/(1-n) (7)

    推广到一般情况，在三维条件下可以导出骨架
实际应变与视应变的关系（加下标S表示为实际应
变，不加下标s则表示为视应变）：

气二乓一

ES：二￡Z-

下了一下；Esy二￡，一刃一一戈；
l 1 - n ) L         1 - n )
  劫

(1-n)
(8)

6  =  J i m
八M
―；  公二
凸月。

      么兀
1 u m  -

r-Y二72y ; rsyz二r   ; r。   =r.
M -,S, AA,,

S,-40

(1)
M,  - S,

S, - , 0

肇舜
    上述结果表明，．即使不考虑微元体变形过程中
的质量变化，骨架结构的视应变既与骨架实际应变

有关，又与孔隙率及其变化有关。

(a) AA。        (b) AAA（阴影部分）

图2  AA。和M，的定义
Fig.2 The definition of AA,, and AAs

    骨架实际应力是骨架内力在骨架颗粒所占据的
实际断面面积上的平均值，定义为

      图3理想孔晾介质柱
Fig.3  Ideal porous medium column

6二J i m
        之峨刀分等

       S, - +0

△N石             ，．  △几
― ； 工 二 u m
AAsn      .    AA.-s, AAsn

(2）    根据式（5)和式（6)骨架的轴向实际应变和
      视应变的定义，可以推导出骨架的实际泊松比Vs与
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视泊松比召的关系式：

V.二
1一声
2,u

(9)

应变之间的关系也可以写成增量形式，以矩阵形式

表达：

        Aas二Dsoes或△ES二DS'Aas       (11)
其中

    可以看出，当u < 0.5时，vs > 0.5；当μ>0.5
时，vs <0.5。试验研究中也发现视泊松比fI有小于
零和大于0.5，甚至大于1的情况［(4,51，因此本次研
究中考虑vs取值范围为0-2的情况。

3理想孔隙介质的物质模型

△氏＝｛△氏，△凡，△as：，△、，△味，△从｝Toa, ={Dasx, Dasy, Dos,, AZsxy, AT,,,, Ar,,,} ,

Des ={AEsx, Desy,, Ae,,, LYszy+ n7syz' dYsxz}" ,
分别为骨架实际应力增量矩阵和骨架实际应变增量
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    在对真实孔隙介质的应力一应变本构关系进行
初步研究的时候，为了使问题简化，需要对真实孔

隙介质作出某些基本假定，以抽象出理想孔隙介质

的概念，即满足下述条件的一种假想物质模型：

   (1)骨架质点在接触点上没有屈服变形；
   (2）骨架实际应力与骨架实际应变之间的关系
符合广义虎克定律；

   (3）孔隙介质变形过程中在REV内满足质量守
恒条件；

   (4）在骨架内所有的孔隙都是连通的。
    除了以上的假定外，为了分析问题的方便，在
接下来的讨论中还需给定小变形和材料均质、各相

同性的条件。

4理想孔隙介质的本构方程

矩阵
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对称 ｛为孔
隙介质骨架的弹性矩阵， 凡一二V.

                             ( i+V51(1-GV5 )

4.2骨架视应力与视应变的增里关系
    由方程式（3)骨架实际应力与骨架视应力之间
的关系，可以得到当孔隙率发生变化时骨架应力增

量与视应力增量之间的关系表达式：

         1       A n
Las=---La＋万犷一`2 a        (12)
      I - n - n )

4.1骨架实际应力与骨架实际应变的增I关系
    取骨架结构作为应力一应变分析的独立研究对
象，骨架实际应力与骨架实际应变之间的关系符合

广义虎克定律。在理想孔隙介质的假定下可以写出

骨架实际应力与骨架实际应变之间的物理关系式：

  、＝lrE = Es二一：asy +二；) e
  、二l[asEs，一：(asx + as, )]
  乓：＝1Es, E5〔二一Vs (a. + a5y )]
  踢＝普；、＝普；：挤一普
式中 气，凡，气为骨架实际正应变；
Ys。为骨架实际工程剪应变；asx ,  asy

(10)

踢
久
，踢，
为骨架

实际正应力；隔，称， 丸。为骨架实际剪应力；
         E_           ·二＿＿。，．一，，。＿＿＿、，．
仅二，生贾，及，认为骨架质点体系的杨氏弹性
   2(1+v5)
模量和泊松比，叹为骨架质点体系的剪切弹性模量。
    如果双和代为常量，骨架实际应力与骨架实际

式中  △a为视应力增量矩阵； 叮为视应力矩阵；
劫为孔隙率增量，忽略骨架颗粒体积应变增量时

An = (1-n) Dee。将式（(8）写成增量形式：AES二
△￡一△Ell，又将式（8）和式（12）代入式（11)，有

     0(e-en）二DD' (Da+Deea)/(‘一n)   (13)

亦即   △e = Ds' (da+dea)/(1-n)+oe. (14)

其中 △en二｛AE,, De,, Ae,, 0, 0, 0}T。由此可以发
现，即使骨架实际应力与实际应变之间满足线性弹

性关系，视应力与视应变之间也不满足线性弹性关

系，其不仅与孔隙率有关，而且还与视体积应变有

关。

5三轴应力条件下的理想孔隙介质
    柱的应力一应变关系

    对于图4所示的三轴加载孔隙介质柱，虽然增
加围压使轴向应力一应变曲线会变陡［[61，但围压在小
范围内变化时，则对计算结果影响很小。本文中对
围压氏的变化对计算结果的影响未作研究，并忽略
其自重应力及可能存在的初应力的影响，在计算时

围压a,取为试验中采用的Cr为0.2 MPa，讨论试样
在△氏作用下的视应变与视应力的关系。
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之间的非线性关系，从图6应变增量与偏差应力的
关系曲线中比较直观的看出，当K, > 0.5时试样表现
为体积压缩，但△气随荷载增加而逐渐减小，轴向
应变△eZ也随之减小。

Er =500 MPa

no =40 %

ar二0.2 MPa
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介井vs=0.25 (,u--0.67)      圈4三轴加载条件下的孔隙介质柱
Fig-4 Porous medium column with triaxial loading

          －一“Vr=0.5 (p--0.5)
          －－一yr二0.75 (,u=0.4)

    在理想孔隙介质模型的假定下，试样的骨架实
际应力与骨架实际应变的增量关系可以写成

0.0  0.2 0.4 0.6  0.8 1.0 1.2 1.4 1.6  1.8 2.0
轴向应变／％

圈5三轴加载条件下的孔晾介质柱的应力·应变关系
Fig.5 The relation of axial stress and strain for porous
        medium column with triaxial loading△乓之·会‘△二之一2vs△二； (15)

    △。；＝一1 rr 1 A6s；一vs (△二，＋△二，) 1   (16)
                乓L“r“‘一52-sr产」         、‘“少

      用视应力和视应变表示为

伙一岭俞队·、一zvs（n二·、）〕
                                                （17）

  △：＿一Ae二一－卫－一。．
            （1-n）Es

  协氏十△ev氏一vs（△氏＋△氏＋△evaz十△evar）〕
                                              （18）
式中 △ev二△ev一△乓、，△叹v二0，并且△三．二△￡＋
2△乓。由于孔隙介质颗粒体的体积应变非常小，因
此可以被忽略，联立方程式（17）式（18）可解得：
                          2仁一1

      △巴二一一一一一一一二业‘止一一一A一  ，，。、

  ““’一可二顶五成不）而而厌下△氏（‘9，

岭俞队·、二一狱）j＋△。（20）
    图5为定乓，no，氏，vs值时轴向应力与轴
向应变的关系曲线。虽然图中的骨架的视应力与视
应变的非线性关系表现得不很明显，但可以看出，
由于孔隙的存在和骨架实际泊松比的取值不同使得
骨架的视应力与视应变关系明显区别于线弹性变形
的试样。对于考虑了孔隙变形而引起的视应力一应变
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圈66轴向应变增t和体积应变J．t一偏差应力关系曲线
Fig．6Curvesofstrainincre幻“entvs．axia】loading

    为了说明和验证在理想孔隙介质假定下推导出‘
的骨架视应力与视应变的关系的正确性，在试验室
中模拟了近似理想孔隙介质柱体三轴条件下的加载
试验。首先，用福建标准砂和少量水泥加工了一个
近似于理想孔隙介质柱的试样，在三轴条件下进行
了循环加卸载试验， 目的是为了消除骨架颗粒间弹
性变形之外的其它变形，诸如颗粒滑移、滚动和破
碎等变形。由于没有自由颗粒，试验的变形很快就
达到稳定变形状态。图7（a）给出的试验数据点是循
环加卸载变形稳定后的一段加载条件下的试验点，
该段试验数据点的试验条件为：乓＝167oMPa，
no＝40％，氏＝0．ZMPa，Vs＝1．5（产＝0．25），
△ao二0．SMPa。在此条件下利用本文推导的公式
进行了计算，计算曲线与试验结果吻合。对于多次
加卸载循环变形稳定后的散粒体材料，虽然达到变
形稳定经历的循环次数比较多，但利用本文公式计
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算得出的应力一应变曲线同样也能很好拟合试验结
果，见图7(b)。该段试验数据点的试验条件为：
E, = 450 MPa,  n,=35%,  6, = 0.2 MPa, vs =
0.816(,u=0.38), i60=0.056 MPa。上述试验结
果与文中公式计算结果吻合较好，但只是对于多次
加卸载循环变形稳定之后孔隙介质柱的加载分支视
应力一应变曲线的试验数据，对于卸载曲线和包含了
其它变形的情况尚不能模拟，因此孔隙介质的变形
机理仍需更深入地研究。

线弹性关系，孔隙介质的视应力与视应变关系也会
由于孔隙率的存在而呈现非线性，不仅受到孔隙率
的影响，还与视体积应变有关。

    (3)当考虑了孔隙率及其变化的影响时，对于
三轴加载的孔隙介质柱，视应力和视应变的关系是
非线性的。

    (4）对于只包含骨架颗粒间弹性变形的孔隙介
质柱，视应力一应变关系曲线的试验结果与文中公式
计算结果吻合较好，但对于其余情况尚不能模拟，
孔隙介质的变形机理需进一步完善。
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  图7试脸结果和公式计算结果
The results of test and calculation

6 结

    理想孔隙介质为一个理想化的物质模型，在自
然界中并不存在，而真实的孔隙介质其应力一应变关
系将会更复杂。通过上面的讨论可以得到如下结论：

    (1）骨架的实际应力与骨架的视应力和孔隙率
有关，实际应变不仅与视应变以及孔隙率有关，还
与孔隙率的变化有关。

    (2）即使骨架的实际应力与实际应变之间满足


