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半无限空间界面附近SH波对圆形衬砌的散射

齐 辉，王艳，刘殿魁
（哈尔滨工程大学建筑工程学院，黑龙江哈尔滨150001)

摘要：建立了求解半无限空间中SH波对浅埋圆形衬砌结构的散射与动应力集中问题的解析方法。

利用SH波散射的对称性和多极坐标的方法，在复平面上构造出了一个可以预先满足半空间自由表

面上应力自由的边界条件的浅埋圆形衬砌对稳态SH波散射的波函数，并构造出衬砌内的散射波函

数。然后根据衬砌周围的边界条件，将该问题转化为对一组无穷代数方程组的求解。最后给出了具

体算例，并讨论了其数值结果。
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Dynamic analysis of shallow-embedded lining structure
               by incident SH-wave

           Qi Hui, WANG Yan, LIU Dian-Kui
( Civil Engineering College , Harbin Engineering University, Harbin 150001 , China)

Abstract ; An analytic method is developed for the problem of dynamic stress concentration of a shallow-embedded
circular lining structure impacted by the steady SH-wave in this paper. The first important thing is to construct a
scattering wave function in the medium based upon the symmetry of scattering of SH-wave and the method of multi-
polar coordinates system, which satisfies the condition of stress free at the ground surface of the half-space contai-
ning a shallow-embedded circular lining structure, and then the scattering wave functions for the lining structure are
constructed. Using the boundary conditions around the lining structure, the solution of the problem can be reduced
to a series of algebraic equations. Finally, numerical examples are provided and discussed.
Key words : scattering of SH-waves; dynamic stress concentration; half-space ; shallow-embedded circular lining
s t r u c t u r e

1引言

    研究弹性波对地下结构的散射是地震工程学的重要课题。对于深埋结构（不考虑地面影响），其计算方
法较为成熟，并已开始指导工程设计，SH波对界面圆孔的分析，也有了一些成果［‘一9,。而对浅埋结构（必须
考虑地面影响）的分析与计算，则尚不完善川，且多数为理论和数学方法的研究。其中，著名的分析方法有
波函数叠加法和渐近匹配法（MAE)[2丁  。衬砌结构是工程中常见的结构形式，在抗震问题的研究中具有十分
重要的意义。本文就弹性波散射中最简单的模型―稳态SH波对浅埋衬砌结构的散射问题进行了研究。
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在求解该问题时，关键是利用SH波散射的对称性和多极坐标方法构造一个能自动满足水平地面上应力自
由边界条件的散射波。本文所研究的稳态情况，完全可以使用Fourier的综合技术将结构中的稳态动应力状
态转换到“时域”，即可完成浅埋结构在受随时间变化的任意SH波冲击作用之下的动力分析L3]

2基本理论

2 . 1控制方程
    在各向同性介质中研究弹性波在孔洞周围的散射问题，最为简单的模型就是反平面剪切运动的SH波
模型。人射SH波在xy平面内的所激发的位移W(x,y,t)垂直于xy平面，且与：轴无关。引人复变量： 二x
+ ty, z二％一iy，在复平面（z,z)上，对于稳态人射情况，位移W(z,z,t)要满足运动方程：

少里＋上犷w二0
a z a z    4

(1)

其中：W为位移函数，位移函数与时间的依赖关系为。一‘，（以下略去时间谐和因子。一‘）。k=to,。为位移
                                                                                                                                       c ,

W（一，，！）的圆频率；c, ＝P为介质的剪“波速；;p＊分别为介质的质量密度和剪切模量·
相应的应力表达式为：
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2.2界面附近圆形衬砌引起的散射波
    半无限空间中浅埋圆形衬砌结构的模型如图1所示。
2. 2 .  1区域I中的散射波
    现在利用SH波散射的对称性和多极坐标的方法构造圆形
衬砌结构激发的区域I内的散射波侧”，要求它除满足方程
(1)和无穷远处的辐射条件之外，还能满足半空间的自由表面
上应力自由的条件。

    在复平面（：，劝上，州劝可以写成：
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图1半无限空间浅埋圆形衬砌的模型
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而在复平面（(z1 ,zi）上，散射波Wes）有：
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在极坐标系中，相应的应力可表示为：
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2.2.2区域II中的散射波
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在复平面上（Z, I Z,）上，SH波在衬砌内外周边激起的散射波可以写成：
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相应的应力分别为：

心，：：、。＝警。勿·
r

拍tr

柱Lr

拍
．Lr

行
下

｛：｝   （、｝      ：、1）卜丘不1n-a2i(kI z, I )[ z,      ‘      e。一Hn+i(kI z, I )[-zl
              L I  z , l  . l         I   z ,

二；忿，：，，。＝1kjs)     = i乞Bn{H(：）l  (k I z, I）     ［    z'            “一‘一H(2) (kI z1 I )[
                  ～ n 二 一 因     “ I ,

毛
一
石

川，。，一警。氢中、“一，，｝命｝‘
(s)T Blzt， Tz／二‘瓮氢Cn{H2二“，刻，！z'I z lI Z, I

n+le-1夕1

」,  +1 e一‘B,

n.+I P-1口1

(10)

(11)

(12)

( 13)

z ,

z,
eio， 一H";;(kI z,I)[

el”1＋H；：｛（、1：，1）民z+ H,(, ', i (k I z, I[   '下〕二，e
                                I  ZI   I

1

、l
e
s
J

︸1

矛e
s
J

︸

3问题的解答

3 . 1入射波
    在一个完整的弹性半空间中，有一个稳态的SH波W(;）人射，则在界面上就会产生一个反射的SH波
侧r） 。在复平面上分别可以写成：

                      w） 二巩。‘L[ Woe 2（一“）一’. o ] +（一“）‘.’“ o ]‘e一’“‘                                                     ( 14 )
                      w(r） 二风。‘kW,  e '  2 [（一‘h)？一’“。〕·（二‘h)  -e一’-0]‘·’“‘        (15)
其中，巩为人射波的波幅。

  而w（’）与w（‘）相对应的应力为：

                  二i)   = 1rf二。cos( B一。。)e‘ z‘一“， 马一（：一”）、一〕一‘                                               (16)
                 TO        _e-iTOSin( 8一。。）eikz0)e‘一“）】一’“。·‘二“）二’一“？一’臼‘                                              (17)
和

                  二忿，＝I二ocos( O十。。）elk] e z‘一‘h)  ]      ’一(z+ih，一‘"0]一‘                                       (18)
                 丁(r)T oz＝一1丁。sin（。、。。）elk[iTOSin(8 + ao) e "  ‘一“，，二’。。·‘一“，？一’·。〕？一‘仍‘                                              (19)
3. 2边界条件
    研究SH波对浅埋圆形衬砌散射的问题，将衬砌所激发区域
I中的散射波取为式（4)的形式，即可自动满足水平地表面
ox ( y二0)上应力自由的条件。

    另外，在T,处，介质和衬砌的边界处应力和位移连续；在T2
处，应力自由。

    在复平面（：，，云，）上，边界条件可以表示为：

W(`) + W(`) +州   s) = W(：)TC。 十毗）。
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        (20)

图2沿角a。入射的SH波作用于浅埋
          圆形衬砌的模型

将以上所求的位移和应力的表达式代人式（20)，用e一‘m8l分别乘
以方程的两边，并在区间（一IT,IT）上积分，可得到如下的一组无穷代数方程组：
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利用截断有限项的方法解出上述方程组，就可以确定未知系数A n , B。和Ca°

4动应力集中系数（DSCF)

    在人射的稳态SH波作用之下，浅埋圆形衬砌附近的动应力分布可以通过求解以上的问题得出，但求得
动应力集中系数则是重要的任务之一。在本问题中，主要研究衬砌外边缘介质内的DSCF和衬砌内边缘的
DSCF°

通常动应力集中系数城：，可写成：城：
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其中，：。 二μk W.为人射应力的最大幅值。

5算例及结果分析

    在本问题中，影响动应力集中系数的无量纲参数有： (1)波数比k2/K,;(2）剪切模量比AlIA2；（3厚度
比b/a; (4）波数ka; (5)圆形衬砌的中心到水平地面的距离与衬砌内半径的比值h/a°
    作为算例，给出了以下两种情况的无量纲参数值，其中，第一种情况列出的值可以认为是典型的花岗岩
中有混凝土衬砌；第二种则是在花岗岩中有钢衬砌的情况。

表1无量纲参数值

        情况I 情况I I

k2 /k,

Al //L2

  b / a

1 . 5 0

2 . 9 0

05,1.10,1.20 05,1.10,1.20

图3一图5给出了DSCF的分布情况和变化规律：
    (1)动应力集中系数DSCF的分布：图3中的（a)、 (c)、  (e）和（g）给出了具有不同波数的SH波，沿水平
方向和垂直方向人射时，在h/a = 1.5时沿衬砌内边界T2处DSCF的分布规律。而（b)、 (d) ;(f)和（h)给出
了沿衬砌外边界T，处介质内的DSCF的分布规律。可以看出，DSCF的变化规律与简单圆孔时的情况相似。当
a。 二0°，即水平人射时，DSCF的最大值出现在0, = 90 °，且在第一种情况下，介质与衬砌相比相对较硬，介质
内的DSCF的最大值约为5.4，和简单圆孔时的情况大致相同。此时介质内Ti处DSCF的最大值约为4.0，比
简单圆孔的小26%。在第二种情况下，介质与衬砌相比相对较软，此时介质内的DSCF最大值显著降低，大约
为3.6，比简单圆孔时的情况降低32％左右。当a。二90°，即垂直人射时，DSCF的最大值大致出现在。， 二100
-200，和水平人射相似，在第一种情况下，介质内T，处DSCF的最大值约为3.0，和简单圆孔的3.2相比相差
不多。而在第二种情况下，则在2. 7左右，比简单圆孔降低巧％左右。这表明，硬的衬砌可以有效地减小介质
内的应力。

    (2）动应力集中系数DSCF与波数ka的关系：图4中的（a) v(c) ,(e）和（g）给出了沿水平方向和垂直方
向人射的SH波对不同半径比的圆形衬砌，在0， 二0“时介质内T2处DSCF随波数ka的变化规律。可以看出，
与简单圆孔时的情况相似，大约在ka = 0. 5-0.9这一范围内，DSCF出现最大值。在第一种情况下，随着b/a
的增大，即衬砌厚度的增加，介质内的DSCF减小，而衬砌内的DSCf增加。在第二种情况下，则正好相反。同
时，垂直入射时DSCF最大值比水平人射时的情况增加4-5倍。因此，可以通过适当增加衬砌厚度的方法，
来降低介质内的应力，并且在设计时慎重考虑垂直人射的情况。
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(3)动应力集中系数DSCF与埋探h/a的关系：图5给出了具有不同波数ka的SH波，沿水平方向和垂直方
向人射时，在0, =0“时介质内T2处DSCF随埋深h/a的变化规律。水平人射时，在ka =0.1的低频情况下，
呈现出明显的静力学特征，当h/a > 15.0时，DSCF趋近于一个常数。随着频率的增加，则表现出震荡性，
DSCF沿深度方向周期性地变化并不断减小。垂直人射时，则周期性变化的趋势更加明显。
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图5动应力集中系数DSCF随埋深h/a的变化
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